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1. (Rechtsstetige Filtration). Sei F := (F;);>o eine Filtration von (2, F). Man kon-
struiere aus F eine feinere Filtration F, durch

E+ = mfs
s>t
Zeige:
a) I, ist eine Filtration mit (F,), =TF,.
b) Eine Zufallsvariable 7: Q +— [0, 00) heiit F-Stoppzeit, falls fur alle ¢ gilt {7 < t} € F;.
Zeige, dass die folgenden Implikationen gelten: (i) = (ii) und (ii) < (iii) mit

(i) 7 ist eine F-Stopzeit
(i) {r<t}e R Vt>0
(iii) 7 ist eine F-Stopzeit

*c) Zusitzlich sei (X;)i>o ein an F adaptierter Proze auf (€2, F) mit Werten in einem

metrischen Raum (S, d). Die Abbildungen ¢ — X;(w) (auch Pfade von X genannt)
seien rechtsstetig. Ist B C S offen, so ist die Eintrittszeit

g :=inf{t > 0: X, € B} mit inf @ := oo
eine F-Stopzeit. Hinweis: b)(ii)
2. (Satz von Radon—Nikodym). Ziel dieser Aufgabe ist es, mit Hilfe des Martingal-
konvergenzsatzes eine Variante des Satzes von Radon—Nikodym zu beweisen :
Sei (2, F,P) ein W-Raum und sei F abzihlbar erzeugt, d.h. es existieren Mengen A,, € F,
so dass F = o(Ap,m > 1). Sei Q ein zu P absolutstetiges W-Maf auf (2, F), d.h. fir
alle A € F gelte: Q(A) = 0, falls P(A) = 0. Dann besitzt Q eine Dichte bezgl. P, d.h. es

existiert eine ZV X, so dass

Q(A) = /XdIP VAe F.
A

Der Beweis soll nun in folgenden Schritten gefiihrt werden :



a) Definiere zunéchst eine Filtration (F,),>1 durch F,, = 0(A4, ..., A,). Zeige, dass fiir
jedes n eine eindeutige endliche Menge G, C F,, existiert, so dass jede Menge in F,
eine disjunkte Vereinigung von Elementen von G, ist.

b) Definiere Q,, und P,, als die Einschrénkungen von Q und P auf F,, und konstruiere
explizit die Dichte X,, von Q, beziiglich P,.

c) Zeige, dass (X,,),>1 ein Martingal ist. Benutze den Martingalkonvergenzsatz, um die
Existenz einer Dichte X von Q bezgl. P zu folgern.

Bemerkung: Die Voraussetzung, dass F abzihlbar erzeugt ist, ist keine starke Einschrdinkung.
Zum Beispiel hat die Borel o-Algebra auf R™ diese Figenschaft. Die gerade bewiesene
Variante ldsst sich auflerdem leicht verallgemeinern auf o-endliche Mafle auf beliebigen
Mafrdumen.

3. (Fliche unter der Brownschen Bewegung). Sei (B;):>o eine Brownsche Bewegung
mit By =0 und b < 0 < a. Wir definieren

1
0

Zeige, dass (M;):>o ein Martingal ist, und folgere, dass die erwartete Fliche unter dem
Graph von B, bis B das Intervall (b, a) verldsst, gegeben ist durch: —3ab(a + b).

4. (Dichotomie). Sei (X,,),>1 ein Martingal mit Xo = 0 und | X, — X,| < M <
f.s. Wir definieren

C = { lim X, existiert und ist endlich } ,

n—o0

n—o00 n—oo

D = {limsuan = +oo und liminf X,, = —oo} )

Zeige, dass P(C'U D) = 1.
Hinweis: Betrachte Stoppzeiten Tx = inf{n : X,, > K}.



