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1. (Nicht-eindeutige Losungen) Sei (B;) eine Brownsche Bewegung. Zeige, dass die
SDG ) ,
dX; = 3X72dt+3X}2dB; ; Xo=0

iiberabzéhlbar viele Losungen der Form

. 0 0<t<7y
Xt - BS a ’
D Ty St< oo

mit 7§ = inf{t > a: B, =0}, a > 0 hat.

2. (Skalierungsfunktionen) Fiir —oo < [ < r < oo betrachte man auf |I,r] die
eindimensionale stochastische Differentialgleichung

dXt = b(Xt)dt+U(Xt)dBt7 XO = IEE]Z,T[

mit einer eindimensionalen Brownschen Bewegung B. Dabei seien b, o und o2 Borel-
messbare, in |, r[ lokal beschrinkte Funktionen.

Eine streng monoton wachsende Funktion s : |I,7[ — R heifit Skalierungsfunktion von X,
falls s(X) — s(Xp) ein lokales Martingal ist. Zeige:

a) Jede nicht konstante Losung der DGL
1
5023" +bs' =0 auf ], 7 (1)

ist entweder streng wachsend oder fallend. Die Funktion s oder —s ist eine Skalie-
rungsfunktion fiir X.

b) Ist s € C* (], r[) eine Skalierungsfunktion fiir X, so 16st sie die Gleichung (1).

c) Zeige, dass zu xq € |I,r[ die Funktion

s(y) = /:exp (—2/; %(T)df) d;  yellrl

eine Skalierungsfunktion fiir X ist.



3. (Eine SDE) Lose die folgende stochastische Differentialgleichung :

dX; = \/l—i-X?dBt—i——dt Xo=u,
wobei (B;) eine Brownsche Bewegung ist.

4. (Interagierende Brownsche Bewegungen) Wir betrachten ein System von zwei

eindimensionalen Brownschen Teilchen X und Y, die sich gegenseitig abstoflen. Thre Bewe-

gung wird durch das folgende System stochastischer Differentialgleichungen beschrieben.
o

1
dX, = —=dB}+ ———dt, X,=uz:
! \/§ ! X =Y, 0

1 o
Y, = —dB*+ ——dt, Yo=y#z,

wobei a > % sowie B} und B? zwei unabhiingige Brownsche Bewegungen sind. Zeige, dass
dieses System eine eindeutige starke Losung besitzt.

Hinweis: Kontruiere zunéchst eine Losung bis zu einer geeigneten Stoppzeit und erinnere
Dich an (die korrigierte Version von) Aufgabe 1, Blatt 11.



