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1. (Bessel Prozesse) Sei (Bt) eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und
β > 1. Wir betrachten einen stetigen Prozeß (Xt)t≥0, der in x > 0 startet, und so dass für
t < τ0 := inf{s ≥ 0 : Xs = 0} gilt:

Xt = x+Bt +
β

2

∫ t

0

1

Xs

ds .

Für β = d− 1 ganzzahlig ist solch ein Prozess durch den aus der Vorlesung bekannten d-
dimensionalen Bessel Prozess gegeben. Wir betrachten im folgenden den gestoppten Prozess
Xτ0 und bezeichnen ihn ebenfalls mit X.

a) Zeige, dass X1−β
t ein lokales Martingal ist.

b) Sei 0 < r < x < R. Wir definieren die Stoppzeit τr = inf{t ≥ 0 : Xt = r} und analog
die Stoppzeit τR. Berechne die Wahrscheinlichkeit Px[τr < τR].

c) Folgere, dass fast sicher gilt τ0 =∞.

2. (Bessel-Quadrat Prozess) Sei (Bt) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit
Start in x 6= 0 und d ≥ 3. Wir schreiben ρt := |Bt| und definieren den Prozess

Wt :=
d∑
i=1

∫ t

0

Bi
s

ρs
dBi

s .

Zeige, dass (Wt) eine standard Brownsche Bewegung ist und dass gilt:

ρ2t = ρ20 + 2

∫ t

0

ρsdWs + d · t .
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3. (Green Funktion I) Sei (Bt) eine Brownsche Bewegung in Rd mit d ≥ 3. Wir
definieren die Greenfunktion G durch

G(x, y) :=

∫ ∞
0

pt(x, y)dt , x, y ∈ Rd, x 6= y ,

wobei pt(x, y) = 1√
2πt

d exp(− |x−y|
2

2t
) den Gaußkern bezeichne.

a) Zeige, dass G(x, y) = cd|x− y|2−d für eine Konstante cd und berechne diese.

b) Zeige, dass für alle beschränkten, nichtnegativen Funtionen u : Rd → R gilt:

Gu(x) := Ex
[∫ ∞

0

u(Bt)dt

]
=

∫
Rd

u(y)G(x, y)dy ∀x ∈ Rd .

c) Zeige, dass für alle stetigen Funktionen u : Rd → R mit kompaktem Träger gilt:
Gu(x) < ∞ für alle x ∈ Rd.

4. (Green Funktion II) Sei (Bt) eine Brownsche Bewegung in Rd mit d ≤ 2 und die
Green Funktion definiert wie in Aufgabe 3. Sei u : Rd → R eine nichtnegative Funktion,
so dass die Menge {u > 0} positives Maß hat. Zeige, dass dann gilt:

Ex
[∫ ∞

0

u(Bt)dt

]
= ∞ ∀x ∈ Rd .
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