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1. (Bessel Prozesse) Sei (B;) eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und
B > 1. Wir betrachten einen stetigen Prozefl (X});>0, der in z > 0 startet, und so dass fiir
t <7p:=inf{s >0: X, =0} gilt:

B / ‘1
X; = Bi+— | —ds.
t X + t+ 2 ; XS S
Fiir § = d — 1 ganzzahlig ist solch ein Prozess durch den aus der Vorlesung bekannten d-

dimensionalen Bessel Prozess gegeben. Wir betrachten im folgenden den gestoppten Prozess
X7 und bezeichnen ihn ebenfalls mit X.

a) Zeige, dass thfﬁ ein lokales Martingal ist.

b) Sei 0 < r <z < R. Wir definieren die Stoppzeit 7, = inf{t > 0 : X; = r} und analog
die Stoppzeit 7. Berechne die Wahrscheinlichkeit P,[7,. < 7g].

c) Folgere, dass fast sicher gilt 79 = oc.

2. (Bessel-Quadrat Prozess) Sei (B;) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit
Start in z # 0 und d > 3. Wir schreiben p; := |B;| und definieren den Prozess

d t B’L )
W, = / —dB; .
' zzl 0 Ps

Zeige, dass (W;) eine standard Brownsche Bewegung ist und dass gilt:

t
p; = p§+2/ psdWs+d -t .
0



3. (Green Funktion I) Sei (B;) eine Brownsche Bewegung in R? mit d > 3. Wir
definieren die Greenfunktion G' durch

G(z,y) = / pi(z,y)dt , z,yeRY, x4y,
0

L exp(—2=4%) den GauBkern bezeich
7 exp(—5;-) den GauBkern bezeichne.

V2t

wobei py(z,y) =

a) Zeige, dass G(x,y) = cqlz — y|*>~? fiir eine Konstante ¢y und berechne diese.

b) Zeige, dass fiir alle beschriinkten, nichtnegativen Funtionen u : R? — R gilt:
Gu(z) = E, [/ u(Bt)dt} = / u(y)G(z,y)dy Vo e R%.
0 R

c) Zeige, dass fiir alle stetigen Funktionen u : R — R mit kompaktem Triger gilt:
Gu(r) < oo fiir alle z € R4

4. (Green Funktion II) Sei (B;) eine Brownsche Bewegung in R? mit d < 2 und die
Green Funktion definiert wie in Aufgabe 3. Sei u : R — R eine nichtnegative Funktion,
so dass die Menge {u > 0} positives MaB hat. Zeige, dass dann gilt:

E, [/ u(Bt)dtl = o Vo e RY .
0



