
Wintersemester 2017/18
Analysis 3
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Aufgabe 1. Sei (X,S, µ) ein Maßraum und E ∈ S mit µ(E) < ∞. Für eine messbare Funktion f : E → R

definieren wir
d(f) := inf

{
r ∈ [0,∞)

∣∣ µ({x ∈ E | |f(x)| > r}) ≤ r
}

und d(f, g) := d(f − g). Zeigen Sie dass

(a) d eine Halbmetrik auf der Menge der messbaren Funktionen ist,

(b) d(f, g) = 0 genau dann wenn f = g fast überall,

(c) eine Folge von messbaren Funktionen (fk)k konvergiert gegen f im Maß genau dann wenn d(fk, f) → 0.

Aufgabe 2. Sei (X,S, µ) ein Maßraum, E ∈ S. Seien 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1/p+1/q = 1. Sei f : E → R messbar.
Zeigen Sie dass

‖f‖p = sup
{∫

E

fgdµ
∣∣ g ∈ Lq(E), ‖g‖q ≤ 1

}
.

Hinweis: nehmen Sie zunächst ‖f‖p < ∞ an.

Aufgabe 3. Sei (X,S, µ) ein Maßraum, E ∈ S. Seien 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ 1, und 1/pθ = (1−θ)/p0+θ/p1.
Sei f : E → R messbar. Zeigen Sie

‖f‖pθ
≤ ‖f‖1−θ

p0
‖f‖θp1

.

Aufgabe 4 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei f : R → [0,∞) messbar mit

∫

R

f(x)dx = 1,

∫

R

xf(x)dx = 0 und V :=

∫

R

x2f(x)dx < ∞.

Wir definieren rekursiv f1 := f, fk+1 := fk ∗ f sowie gk(x) :=
√
kfk(

√
kx). Zeigen Sie:

(a)
∫
R
gk(x)dx =

∫
R
fk(x)dx = 1 für alle k ≥ 1.

(b) ĝk(ξ) = f̂k(ξ/
√
k).

(c) f̂ ∈ C2(R,C) mit f̂(0) = 1, (f̂)′(0) = 0 und (f̂)′′(0) = −V .

(d) limk→∞ ĝk(ξ) = exp(−V ξ2/2) für alle ξ ∈ R.

Aufgabe 5 (Minkowski-Integralungleichung). Sei f : Rn × R
m → [0,∞] messbar und 1 ≤ p < ∞. Zeigen Sie

(∫ ( ∫
f(x, y)dx

)p
dy

)1/p

≤
∫ (∫

(f(x, y))pdy
)1/p

dx.

Aufgabe 6. Seien 0 < r < R < ∞. Zeigen Sie

L3{(x, y, z) ∈ R
3 | (x,

√
y2 + z2) ∈ B((0, R), r)} = 2π2Rr2.
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